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今日の目標

連続型の多次元確率分布の同時分布，周辺分布，条件
付き分布を求められる
離散-連続型の多次元確率分布の同時分布，周辺分布，
条件付き分布を求められる
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

ここまで来たよ

1 1次元の確率分布 with PyMC

2 連続型，離散-連続型多次元確率分布
2変数の離散型確率分布
2次元の連続型確率分布
離散-連続型確率分布
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

2つの離散型確率変数の同時確率分布高校 数学 B 岩薩林 p.56

例 6枚のカードから無作為に 1枚引く. ♡7 ♡8 ♡9 ⋄8 ♠9 ♣9
2つの離散型確率変数の同時分布
𝑋 =数, 𝑌 = 0(赤札), 1(黒札) とすると (𝑥, 𝑦) を得る確率は 2変数の確率
関数で書ける. 同時分布, 結合分布, joint distribution という.

コンマ前が 𝑋, 後が 𝑌 の値. 明示の
ため 𝑝xy(𝑥, 𝑦) と書くことも． 岩薩林

では, 𝑝𝑥𝑦 とも. 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)と
も. 𝑃(条件)型の表記.
表で書いた方がまし. ここでは,「他」
は省略.
表の縦軸横軸に意味なし．ラベル𝑋, 𝑌
をよく見て．

𝑝(𝑥, 𝑦) =

⎧
{{{
⎨
{{{
⎩

1
3 ((𝑥, 𝑦) = (8, 0))
1
6 ((𝑥, 𝑦) = (9, 0))
1
3 ((𝑥, 𝑦) = (9, 1))
1
6 ((𝑥, 𝑦) = (7, 0))
0 (他)

𝑦\𝑥 7 8 9 計
0 1

6
1
3

1
6

1 0 0 1
3

計
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

周辺分布 岩薩林 §3.3

定義 (確率変数の周辺分布)
同時分布 𝑝(𝑥, 𝑦) に対して,
𝑋 の周辺分布 𝑝x(𝑥), 𝑌 の周辺分布 𝑝y(𝑦) は,

𝑝x(𝑥) = 𝑝(𝑥, •) = ∑
𝑦

𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝y(𝑦) = 𝑝(•, 𝑦) = ∑
𝑥

𝑝(𝑥, 𝑦)

要するに一方を無視した分布. 小計.
岩薩林例題 3.4(p.57)

𝑦\𝑥 7 8 9 計
0 1

6
1
3

1
6

1 0 0 1
3

計

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L02連続型，離散-連続型多次元確率分布 計算科学特論 (2025) 4 / 25

https://www.shokabo.co.jp/mybooks/ISBN978-4-7853-1574-0.htm
https://www.shokabo.co.jp/mybooks/ISBN978-4-7853-1574-0.htm


連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

条件付き確率 岩薩林 §2.3

定義 (条件付き確率 岩薩林 (2.12) )
条件 (事象) 𝐴 のもとでの, 事象𝐵の条件付き確率

𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)
𝑃(𝐴)

縦棒「|=given」の前後は不平等: 𝑃(確率を考える事象|条件の事象)
𝑃 (𝐵|𝐴) ≠ 𝑃 (𝐴|𝐵), ≠ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵).
意味 𝐴が起きる場合に限定した, 𝐵が起きる確率
𝑃(𝐵|𝐴) を 𝑃 (of)𝐵 given 𝐴 と発音する人がいる. given 条件=条件が与
えられたとき, という言い方から.
縦棒の前だけ見る (縦棒の後を固定する)と, ただの確率. 全事象は 1.
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

離散型確率変数に対する条件付き確率

同時確率分布

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑋 = 𝑥かつ𝑌 = 𝑦) =
𝑦\𝑥 150 160 165

45 3/8 0 1/12
50 1/8 1/3 1/12

離散型確率変数に対する条件付き確率 岩薩林 (3.15)

条件 (事象)𝑌 = 𝑦のもとでの, 事象 𝑋 = 𝑥 の条件付き確率の記号
𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑌 = 𝑦) = 𝑝x|y(𝑥の値|𝑦の値)

例 𝑝x|y(150|45), 𝑝y|x(45|150). 縦棒の前だけ見る (縦棒の後ろを固定しする)と, 前の変数に
ついての, ただの確率分布. 意味 自分の言葉でどうぞ

命題 (条件付き確率を同時確率分布と周辺分布で表す式岩薩林 (2.12))

𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑌 = 𝑦) = 𝑝x|y(𝑥|𝑦) =𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑝y(𝑦)

,

𝑃 (𝑌 = 𝑦|𝑋 = 𝑥) = 𝑝y|x(𝑦|𝑥) =𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑝x(𝑥)

.
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

命題 (乗法公式 岩薩林 (2.13) ：実現値 (𝑥, 𝑦) ペアを得るのに便利な式)

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝x|y(𝑥|𝑦)𝑝y(𝑦)
= 𝑝y|x(𝑦|𝑥)𝑝x(𝑥)

𝑋の実現値が 2種類，𝑌の実現値が 2種類であるとき，(𝑋, 𝑌 ) の 4面サ
イコロを使う必要はなく，
(1行目)𝑌の B(1, 𝑝)コインをまず投げ，次に，𝑌の実現値 𝑦に応じて, 𝑋
の B(1, 𝑝′(𝑦))コインを投げればよい．
(2行目)𝑋のB(1, 𝑝)コインをまず投げ，次に，𝑋の実現値 𝑥に応じて, 𝑋
の B(1, 𝑝′(𝑥))コインを投げればよい．
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

ベイズの定理 I

定理 (ベイズの定理 岩薩林 (2.18),(2.19) )

𝑝x|y(𝑥|𝑦) 定義= 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑝y(𝑦)

=
𝑝y|x(𝑦|𝑥)𝑝x(𝑥)

∑𝑥′ 𝑝y|x(𝑦|𝑥′)𝑝x(𝑥′)
,

𝑝y|x(𝑦|𝑥) 定義= 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑝x(𝑥)

=
𝑝x|y(𝑥|𝑦)𝑝y(𝑦)

∑𝑦′ 𝑝x|y(𝑥|𝑦′)𝑝y(𝑦′)
.

𝑝x|y(𝑥|𝑦) を 𝑝y|x(𝑦|𝑥′) (と 𝑝x(𝑥′))で書き表す式,
𝑝y|x(𝑦|𝑥) を 𝑝x|y(𝑥|𝑦′) (と 𝑝y(𝑦′))で書き表す式.
定義の分子分母を, 乗法公式と全確率の公式で書き直しただけ (なので余
分の記憶は不要).
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 変数の離散型確率分布

確率変数の独立性高校 数学 C

定義 (事象の独立性 岩薩林 (2.14)p.40 )
事象 𝐴, 𝐵 が独立 (independent)とは次が成立すること.

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵)

例:A=赤のサイコロの目が 1, B=白のサイコロの目が 1

定義 (確率変数の独立性 岩薩林 (3.14)p.58 )
確率変数 𝑋, 𝑌 が独立 (independent)とは次が成立すること.

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝x(𝑥) × 𝑝y(𝑦)

𝑋, 𝑌が独立とは，直観的に

同時分布が, 周辺分布だけから (積で)決まっちゃうこと
すべての行 (周辺分布も)がベクトルとして平行. すべての列 (周辺分布も)が
ベクトルとして平行. 条件付き分布と周辺分布が同じ．
𝑋, 𝑌 が互いに「無関係」であること

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L02連続型，離散-連続型多次元確率分布 計算科学特論 (2025) 9 / 25

https://www.shokabo.co.jp/mybooks/ISBN978-4-7853-1574-0.htm
https://www.shokabo.co.jp/mybooks/ISBN978-4-7853-1574-0.htm


連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

ここまで来たよ

1 1次元の確率分布 with PyMC

2 連続型，離散-連続型多次元確率分布
2変数の離散型確率分布
2次元の連続型確率分布
離散-連続型確率分布
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

2次元の連続型確率変数 岩薩林 §4.6

𝑋, 𝑌: 連続型確率変数, 𝐷 ⊂ ℝ2 の, ある性質を満たす部分集合.

定義 (同時確率密度関数)
次の性質を持つ関数 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ≥0 を同時確率密度関数
という.

𝑃((𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐷) = ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦.

定義 (母期待値)
𝑋, 𝑌: 連続型確率変数, 𝑔(𝑥, 𝑦): 関数に対して, 𝑔(𝑋, 𝑌 ) の母期待値

E[𝑔(𝑋, 𝑌 )] ∶= ∬
ℝ2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥 d𝑦.
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

定義 (周辺分布)
𝑓(𝑥, 𝑦) : 連続型確率変数 𝑋, 𝑌 の同時確率密度関数とする
𝑋,𝑌の周辺分布の確率密度関数は次で与えられる.

𝑓x(𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑦, 𝑓y(𝑦) = ∫

+∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥.

定義 (条件付き (分布の)確率密度関数)
𝑓(𝑥, 𝑦) : 連続型確率変数 𝑋, 𝑌 の同時確率密度関数.
𝑌 = 𝑦 という条件のもとでの 𝑋 の確率密度関数 𝑓x|y(𝑥|𝑦), 同様に
𝑓y|x(𝑦|𝑥)は,

𝑓x|y(𝑥|𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑓y(𝑦)

, 𝑓y|x(𝑦|𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑓x(𝑥)

.

分母が 0になる 𝑦, 𝑥に対しては定義しない．
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

連続型確率変数の独立性

定義 (独立性)
確率変数 𝑋, 𝑌 が独立とは, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓x(𝑥) × 𝑓y(𝑦) と書けること.

命題 (独立な分布の性質)
𝑋, 𝑌 が独立なとき,

𝑓x(𝑥), 𝑓y(𝑦) は周辺分布の確率密度関数と同じ．条件付き分布とも
同じ．

𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏かつ𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑) = ∫
𝑏

𝑎
d𝑥 ∫

𝑑

𝑐
d𝑦𝑓(𝑥, 𝑦)

= ∫
𝑏

𝑎
𝑓x(𝑥)d𝑥 × ∫

𝑑

𝑐
𝑓y(𝑦)d𝑦 = 𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏) × 𝑃(𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑)
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

L02-Q1

Quiz(2次元の確率密度関数)
𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) を連続型一様分布 U(𝑐, 𝑑) の確率密度関数，𝑔(𝑥; 𝜇, 𝜎2) は正規
分布N(𝜇, 𝜎2) の確率密度関数とする．
連続型確率変数𝑋, 𝑌の同時確率密度関数を

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑦; 0, 1)𝑔(𝑥; 0, 1) = 𝑢(𝑦; 0, 1)𝜙(𝑥)

とする．

1 𝑋, 𝑌の周辺分布を求めよう．
2 条件付き分布 𝑓x|y(𝑥|𝑦),𝑓y|x(𝑦|𝑥) を求めよう．
3 𝑢 用ルーレット，𝑔 用ダーツを使って，実現値 (𝑥, 𝑦)を得る方法を説
明しよう．
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L02連続型，離散-連続型多次元確率分布 計算科学特論 (2025) 15 / 25



連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布

L02-Q2

Quiz(2次元の確率密度関数)
𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) を連続型一様分布 U(𝑐, 𝑑) の確率密度関数，𝑔(𝑥; 𝜇, 𝜎2) は正規
分布N(𝜇, 𝜎2) の確率密度関数とする．
連続型確率変数𝑋, 𝑌の同時確率密度関数を

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑦; 0, 1)𝑔(𝑥 − 𝑦; 0, 1) = 𝑢(𝑦; 0, 1)𝜙(𝑥 − 𝑦)

とする．

1 𝑋, 𝑌の周辺分布を求めよう．
2 条件付き分布 𝑓x|y(𝑥|𝑦),𝑓y|x(𝑦|𝑥) を求めよう．
3 𝑢 用ルーレット，𝑔 用ダーツを使って，実現値 (𝑥, 𝑦)を得る方法を説
明しよう．どちらを先に使う方がいい？
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 2 次元の連続型確率分布
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連続型，離散-連続型多次元確率分布 離散-連続型確率分布

ここまで来たよ

1 1次元の確率分布 with PyMC

2 連続型，離散-連続型多次元確率分布
2変数の離散型確率分布
2次元の連続型確率分布
離散-連続型確率分布
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離散-連続型確率変数

確率変数の組 (𝑋, 𝑌 ) を考える．
𝑋:連続型確率変数，
𝑌:離散型確率変数, 𝑌 = 𝑦1, … , 𝑦𝑛.
次を満たす確率密度関数 𝑓(𝑥, 𝑦) で指定される．

定義 (離散-連続混合型分布)

𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏, 𝑌 = 𝑦𝑖) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥′, 𝑦𝑖) d𝑥′.

𝑃 (𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏, 𝑦𝑖 ≤ 𝑌 ≤ 𝑦𝑗) = ∫
𝑏

𝑎
∑

𝑦𝑖≤𝑦′≤𝑦𝑗

𝑓(𝑥′, 𝑦′) d𝑥′

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L02連続型，離散-連続型多次元確率分布 計算科学特論 (2025) 19 / 25



連続型，離散-連続型多次元確率分布 離散-連続型確率分布

気分を出すために, 表や場合分けで 𝑓(𝑥, 𝑦). ただし, 𝑌 = 0, 1. 𝑥についての確率
密度関数 ℎ0(𝑥), ℎ1(𝑥).

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

ℎ0(𝑥) (𝑦 = 0)
ℎ1(𝑥) (𝑦 = 1)
0 (𝑦 ≠ 0, 1)

𝑦\𝑥 −∞ < 𝑥 < +∞
0 ℎ0(𝑥)
1 ℎ1(𝑥)

全 = ∫+∞
−∞

ℎ0(𝑥) d𝑥+∫+∞
−∞

ℎ1(𝑥) d𝑥 = 1.
周辺分布は？ 条件付き分布は？
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独立である例

同時分布
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) × 𝑏(𝑦; 𝑝)

略記 𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) は，連続型一様分布 U(𝑐, 𝑑) の確率密度関数

𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) =
⎧
⎨⎩

1
𝑑−𝑐 (𝑐 < 𝑥 ≤ 𝑑)
0 (他)

略記 𝑏(𝑦; 𝑝) は，ベルヌーイ分布 B(1, 𝑝) の確率関数

𝑏(𝑦; 𝑝) =
⎧
⎨⎩

1 − 𝑝 (𝑦 = 0)
𝑝 (𝑦 = 1)

U(0, 1)のルーレット，B(1, 𝑝)(𝑝任意)のコインが使えるなら，𝑋にルー
レット，𝑌にコインを別々に使えばよい．
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L02-Q3

Quiz(離散-連続混合型分布の周辺分布)
連続型確率変数𝑋, 離散型確率変数 𝑌 の同時分布が次のように与えられ
る．ただし，𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) は連続型一様分布 U(𝑐, 𝑑) の確率密度関数．

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

(1 − 𝑥) ⋅ 𝑢(𝑥; 0, 1) (𝑦 = 0)
𝑥 ⋅ 𝑢(𝑥; 0, 1) (𝑦 = 1)
0 (他)

1 𝑋 の周辺分布の確率密度関数を描こう．
2 𝑌 の周辺分布を求めよう．
3 𝑌 = 1 という条件のもとでの，𝑋 の分布 𝑝x|y(𝑥|1) を求めよう．
4 𝑋 = 7

10 という条件のもとでの，𝑌 の分布 𝑝y|x(𝑦| 7
10) を求めよう．

5 B(1, 𝑝)(𝑝任意)のコインと，U(0, 1)のルーレットが使えるとき，𝑋, 𝑌
の実現値は，𝑋, 𝑌の順に求めるほうが簡単であることを納得しよう．
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L02-Q4

Quiz(離散-連続混合型分布の周辺分布)
連続型確率変数𝑋, 離散型確率変数 𝑌 の同時分布が次のように与えられ
る．ただし，𝑢(𝑥; 𝑐, 𝑑) は連続型一様分布 U(𝑐, 𝑑) の確率密度関数．

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

3
10𝑢(𝑥; 1, 5) (𝑦 = 0)
7

10𝑢(𝑥; 4, 6) (𝑦 = 1)
0 (他)

1 𝑋 の周辺分布の確率密度関数を描こう．
2 𝑌 の周辺分布を求めよう．
3 𝑌 = 1 という条件付きの，𝑋 の分布 𝑝x|y(𝑥|1) を求めよう．
4 𝑋 = 4.5 という条件付きの，𝑌 の分布を求めよう．
5 B(1, 𝑝)(𝑝任意)のコインと，U(0, 1)のダーツが使えるとき，𝑋, 𝑌の
実現値は 𝑌 , 𝑋の順に求めるほうが簡単であることを納得しよう．
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