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乱数の生成

L09-Q1
L09-Q2

Quiz解答:確率変数の変換 𝑓Y(𝑦) =
⎧
⎨⎩

1 (0 ≤ 𝑦 < 1)
0 (他)

なので,

1

E[𝑅] =E[2
√

𝑌] = ∫
1

0
2√𝑦 d𝑦 = 4

3 .

V[𝑅] =E[𝑅2] − (E[𝑅])2 = E[4𝑌 ] − (4
3)2 = 2 − (4

3)2

2 𝑅 = 2
√

𝑌 を解くと, 𝑦 = (𝑟/2)2 (0 ≤ 𝑦 < 1, 0 ≤ 𝑟 < 2)なので,
𝑃(0.2 < 𝑅 < 0.8) = 𝑃(0.01 < 𝑌 < 0.16) = 0.15.
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乱数の生成

3

𝑃(𝑅 < 𝑟) = 𝑃(𝑌 < (𝑟/2)2) =
⎧{
⎨{⎩

0 (𝑟 < 0)
𝑟/2 (0 ≤ 𝑟 < 2)
1 (2 ≤ 𝑟)

4

𝐹R(𝑟) = ∫
𝑟

0
𝑓R(𝑠) d𝑠 = (𝑟/2)2 (0 ≤ 𝑟 < 2)

より, 両辺を微分して,

𝑓R(𝑟) =
⎧
⎨⎩

𝑟/2 (0 ≤ 𝑟 < 2)
0 (他)
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乱数の生成

L10-Q3
Quiz解答:確率変数の変換

𝑓x(𝑥) =
⎧
⎨⎩

1
𝑑−𝑐 (𝑐 ≤ 𝑥 < 𝑑)
0 (他)

L09-Q4
Quiz解答:逆関数法
0 ≤ 𝑥 < 2, 0 ≤ 𝑦 < 1 において,

3
√

2
8

√
𝑥d𝑥 =1d𝑦

3
√

2
8

1
3/2𝑥3/2 =𝑦 + 𝐶

𝑦 = 0 のとき 𝑥 = 0 より, 𝐶 = 0 で, 𝑔(𝑦) = 2𝑦2/3. このとき 𝑦 = 1 のと
き 𝑥 = 2 も自動的に満たされる.
L09-Q5
Quiz解答:逆関数法
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乱数の生成

2 ≤ 𝑟 < 5, 0 ≤ 𝑦 < 1 において,

1
3

d𝑟 =1d𝑦

1
3

𝑟 =𝑦 + 𝐶

𝑦 = 0 のとき 𝑟 = 2 より, 𝐶 = 2 で, 𝑔(𝑦) = 3𝑦 + 2. このとき 𝑦 = 1 のと
き 𝑟 = 5 も自動的に満たされる.
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

ここまで来たよ

9 乱数の生成

10 確率過程・マルコフ連鎖
確率過程
確率ベクトル, 転置確率行列
定常分布, 分布の時間発展
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

確率過程

𝑋(𝑡), 𝑡 = 0, 1, 2, … を，状態空間 𝑆 ⊂ ℝ に値をとる確率変数とする．𝑡 は
確率変数につけた番号 𝑋1, 𝑋2, … . ‘離散時間’パラメタ 𝑡 ∈ ℤ. これを確
率過程 stochastic process という．

𝑋1, 𝑋2, … というと独立同分布や標本を想像するが，ここでは，互い
に独立でないもの，特に 𝑋(𝑡 + 1) が 𝑋(𝑡′) (𝑡′ ≤ 𝑡) の影響を受けるよ
うなものに興味がある

𝑋が離散型だとして，𝑋(𝑡)の確率関数を，𝑃(𝑋(𝑡) = 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑡)と略記
する．このとき，∀𝑡 ∑𝑥 𝑝(𝑥, 𝑡) = 1.
例

猫の状態 𝑥 = 1, 2, 3 = 𝑛. ↔ 食う,寝る,遊ぶの状態
株価 確率モデル

気温 多変量解析
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

マルコフ連鎖 (Markov chain)

定義 (マルコフ性)
確率過程𝑋(𝑡)が，
𝑃(𝑋(𝑡) = .|𝑋(𝑡 − 1) = .) = 𝑃(𝑋(𝑡) = .|𝑋(𝑡 − 1) = ., 𝑋(𝑡 − 2) = ., … )
を満たすとき，マルコフ性を持つという．

𝑝(𝑥, 𝑡 + 1)𝑥=1,…,𝑚 が 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑥=1,…,𝑚 だけから決まる．

定義 (マルコフ連鎖)
𝑋(𝑡)が離散型確率変数で，マルコフ性を持つもの．

例

bot による文の生成（𝑋(𝑡) =(𝑡番目の単語の単語番号) (?)
リンクをたどるクローラー（𝑋(𝑡) =(𝑡回目のリンク先ジャンプ後の
サイト番号)
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

マルコフ連鎖の例 I

状態空間 𝑆 = {0, 1, 2}
状態 𝑥 = 0:食べる,…
推移確率 条件付き確率

𝑝先元 = 𝑝𝑥𝑦 = 𝑃(𝑋(𝑡) = 𝑥|𝑋(𝑡−1) = 𝑦)

𝑝𝑥𝑦 が時間 𝑡によらないと仮定する．世
の中では 𝑝𝑥𝑦 でなく 𝑝𝑦𝑥 と書くことも
ある.
このとき，𝑝(𝑥, 𝑡 + 1) は，全確率の法則
により，

𝑝(𝑥, 𝑡+1) = ∑
𝑦

𝑃(𝑋(𝑡+1) = 𝑥|𝑋(𝑡) = 𝑦)𝑃(𝑋(𝑡) = 𝑦) = ∑
𝑦

𝑝𝑥𝑦𝑝𝑦

と 1次式で書ける．

0

1 2

𝑝20

𝑝02𝑝10

𝑝01

𝑝00

𝑝21

𝑝12
𝑝11 𝑝22
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

𝑝(𝑥, 𝑡) の漸化式（全確率の法則）

𝑝(0, 𝑡) =𝑝00 ⋅ 𝑝(0, 𝑡 − 1) + 𝑝01 ⋅ 𝑝(1, 𝑡 − 1) + 𝑝02 ⋅ 𝑝(2, 𝑡 − 1)
𝑝(1, 𝑡) =𝑝10 ⋅ 𝑝(0, 𝑡 − 1) + 𝑝11 ⋅ 𝑝(1, 𝑡 − 1) + 𝑝12 ⋅ 𝑝(2, 𝑡 − 1)
𝑝(2, 𝑡) =𝑝20 ⋅ 𝑝(0, 𝑡 − 1) + 𝑝21 ⋅ 𝑝(1, 𝑡 − 1) + 𝑝22 ⋅ 𝑝(2, 𝑡 − 1)

⎛⎜
⎝

𝑝(0, 𝑡)
𝑝(1, 𝑡)
𝑝(2, 𝑡)

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

𝑝00 𝑝01 𝑝02
𝑝10 𝑝11 𝑝12
𝑝20 𝑝21 𝑝22

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑝(0, 𝑡 − 1)
𝑝(1, 𝑡 − 1)
𝑝(2, 𝑡 − 1)

⎞⎟
⎠
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

𝑝(𝑥, 𝑡) = ∑
𝑦=0,1,2

𝑝𝑥𝑦 ⋅ 𝑝(𝑦, 𝑡 − 1). (𝑥 = 0, 1, 2)

転置推移確率行列 𝑀, 分布=ベクトル ⃗𝑝(𝑡) で書くと (𝑥, 𝑦 が成分番号)

⃗𝑝(𝑡) =𝑀 ⃗𝑝(𝑡 − 1).

この漸化式を解くと, ⃗𝑝(𝑡) = 𝑀 ⃗𝑝(𝑡 − 1) = 𝑀2 ⃗𝑝(𝑡 − 2) = ⋯ = 𝑀 𝑡 ⃗𝑝(0).
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程

L10-Q1

Quiz(マルコフ連鎖の推移確率行列)
ある時計の短針は 𝑥 = 0, … , 11 の 12箇所の「時」のみを指す．ある時刻
の 𝑡時間後に指している「時」を𝑋(𝑡) とする．
時刻 𝑡 に 𝑋(𝑡) を指すとき，時刻 𝑡 + 1には，確率 7

10 で𝑋(𝑡)の（時計ま
わりに）次の「時」を指すが，確率 2

10 で𝑋(𝑡)を指し，確率 1
10 で𝑋(𝑡)

のひとつ前の「時」を指す．
これをマルコフ連鎖としてとらえる．

1 状態 𝑥 = 0, … , 11 の間の推移図を書こう（適当に中間を…で省略し
てよい）．

2 転置推移確率行列を書こう（適当に中間を…で省略してよい）．
3 時刻 𝑡 = 0における分布が ⃗𝑝(0) = ( 1

0
⋮
) であるとき, ⃗𝑝(1) を求めよう.
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確率過程・マルコフ連鎖 確率過程
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確率過程・マルコフ連鎖 確率ベクトル, 転置確率行列

ここまで来たよ

9 乱数の生成

10 確率過程・マルコフ連鎖
確率過程
確率ベクトル, 転置確率行列
定常分布, 分布の時間発展
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確率過程・マルコフ連鎖 確率ベクトル, 転置確率行列

線形代数のりで確率ベクトル, 転置確率行列の言葉を準備 I

非負ベクトル

𝑚次元ベクトル(
𝑝0𝑝1
⋮

𝑝𝑚−1

) が 𝑝𝑖 ≥ 0 を満たすとき, 非負ベクトルという.

確率ベクトル

非負ベクトル(
𝑝0𝑝1
⋮

𝑝𝑚−1

) が, 規格化
𝑚−1
∑
𝑖=0

𝑝𝑖 = 1 を満たすとき, 確率ベクト

ルという.

離散型確率分布 𝑓(𝑥)は, 確率ベクトルと 1対 1に対応.

⃗𝑝 = (
𝑝0𝑝1𝑝2
⋮

) = ⎛
⎝

𝑓(0)
𝑓(1)
𝑓(2)

⋮

⎞
⎠
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確率過程・マルコフ連鎖 確率ベクトル, 転置確率行列

非負行列 (𝑛 × 𝑚 = 3 × 2 の例で)

実行列 (
𝑝00 𝑝01𝑝10 𝑝11𝑝20 𝑝21

) が 𝑝𝑖𝑗 ≥ 0 を満たすとき非負行列という.

転置確率行列
行列𝑀 = (

𝑝00 𝑝01𝑝10 𝑝11𝑝20 𝑝21
) の各列ベクトルが確率ベクトルであるとき, つまり

∀𝑗
𝑛−1
∑
𝑖=0

𝑝𝑖𝑗 = 1 であるとき, 𝑀を転置確率行列という.
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確率過程・マルコフ連鎖 確率ベクトル, 転置確率行列

推移確率行列

転置推移確率行列
マルコフ連鎖に現れる, 転置確率行列

𝑀 = ⎛⎜
⎝

𝑝00 𝑝01 𝑝02
𝑝10 𝑝11 𝑝12
𝑝20 𝑝21 𝑝22

⎞⎟
⎠

を, マルコフ連鎖の転置推移確率行列という. 𝑚 × 𝑚 正方行列.

漸化式 ⃗𝑝(𝑡) = 𝑀 ⃗𝑝(𝑡 − 1) の解

⃗𝑝(𝑡) = 𝑀 ⃗𝑝(𝑡 − 1) = 𝑀2 ⃗𝑝(𝑡 − 2) = ⋯ = 𝑀 𝑡 ⃗𝑝(0).
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確率過程・マルコフ連鎖 確率ベクトル, 転置確率行列

転置確率行列と確率ベクトルの積
𝑀 が転置確率行列, ⃗𝑝が確率ベクトルのとき, 𝑀 ⃗𝑝 も確率ベクトル

証明:
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確率過程・マルコフ連鎖 確率ベクトル, 転置確率行列

確率過程とマルコフ連鎖

確率過程 時間 𝑡 に依存する確率変数
もちろん反復試行から来る独立な確率変数群 𝑅(𝑡) も時間 𝑡 に依存するけど, 独立じゃない場合がお
もしろい
離散時間マルコフ連鎖は, 次の性質を満たす確率過程.

離散時間 𝑡 が離散的. 𝑡 = 0, 1, 2, …
マルコフ Markov ⃗𝑝(𝑡) が直前の時刻の分布 ⃗𝑝(𝑡 − 1) だけから決まる. 転

置推移確率行列 𝑝𝑥𝑦 で表現できる.
連鎖 chain 状態空間 𝑆 ∋ 𝑥 が離散的.

いま考えてる, 時間空間離散のランダムウォークや猫は離散時間マルコフ
連鎖の典型例.
離散時間マルコフ連鎖の (確率)分布は, 確率ベクトルで表現できる.
離散時間マルコフ連鎖の遷移確率は, 転置確率行列で表現できる.
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確率過程・マルコフ連鎖 定常分布, 分布の時間発展

ここまで来たよ

9 乱数の生成

10 確率過程・マルコフ連鎖
確率過程
確率ベクトル, 転置確率行列
定常分布, 分布の時間発展

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L10確率過程・マルコフ連鎖 計算科学特論 (2025) 20 / 25



確率過程・マルコフ連鎖 定常分布, 分布の時間発展

定常分布
転置推移確率行列𝑀 を持つマルコフ連鎖のについて，定常分布 ⃗𝑝とは，
⃗𝑝 = 𝑀 ⃗𝑝 となる分布 ⃗𝑝 のことである．
意味 自分の言葉でどうぞ
線形代数の言葉で言うと, 定常分布は, 転置推移確率行列 𝑀 の
自分の言葉でどうぞ

⃗𝑝 は𝑀の不変分布ともいう．
建設的心配性大爆発

定常分布っていつでもある? ⇝ Yes
固有値 (の絶対値)が 1より大きな固有ベクトルはあるの? ⇝ No

状態数 𝑚 が有限のとき, ペロン・フロベニウスの定理から言える.
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確率過程・マルコフ連鎖 定常分布, 分布の時間発展

定理 (非負行列に対する Peron-Frobeniusの定理)
非負正方行列𝐴に対して

𝐴は実固有値を持つ．𝐴 の最大の実固有値を 𝜆1 とする．
𝜆1の固有ベクトルで非負ベクトルであるものが存在する．
𝐴の任意の固有値 𝜆𝑖 ∈ ℂ について |𝜆𝑖| ≤ 𝜆1.

正の正方行列に対するものがふつうの Peron-Frobeniusの定理．
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確率過程・マルコフ連鎖 定常分布, 分布の時間発展

固有値 1の存在
転置確率行列は 固有値 1 を持つ.

証明
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確率過程・マルコフ連鎖 定常分布, 分布の時間発展

分布の時間発展 I

L10-Q2

Quiz(マルコフ連鎖の時間発展)
状態空間 {0, 1} 上のマルコフ連鎖を考える. 転置推移確率行列は

𝑀 = (
1
3

1
2

2
3

1
2
) .

1 初期分布 ⃗𝑝(0) = ( 1
0 ) のとき ⃗𝑝(1) を求めよう.

2 定常分布をすべて求めよう.
3 上の初期分布のとき ⃗𝑝(𝑡) を求めよう.
4 上の初期分布のとき極限分布 ⃗𝑝(∞) = lim

𝑡→+∞
⃗𝑝(𝑡) と収束の様子

log | ⃗𝑝(𝑡) − ⃗𝑝(∞)| を調べよう.
5 初期分布 ⃗𝑝(0) = 1

2 ( 1
1 ) のとき ⃗𝑝(𝑡) を求めよう.
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