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ファイナルトライアル参加の際の注意ポイント

1. 過程も答えよう. 最終的な答えが正しいことがわかるような過程を記そう.

2. 問題文に現れない記号を使うときは, 定義を記そう.

3. A4片面の紙を何でも持ち込み可です.

1

2個の実数の組 (a, b), a, b ∈ R に対して, 2項演算 ◦ を,

(1) (a1, b1) ◦ (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1)

と定義する. この演算 ◦ のもとで, 2個の実数の組全体

(2) G = {(a, b)|a, b ∈ R}

は群になることを示そう.

2

加法を演算とする実数全体の群 G = R+ を考える. 部分集合

(3) H = {p +
√

3 · q|p, q ∈ Q} ⊂ G

は部分群であることを示そう.

3

複素数を成分とする n × n 正則行列全体を GLn(C) と書く. GLn(C) は行列の乗法に関して群
になっている (このことは使ってよい). 次の部分集合が部分群であり, かつ正規部分群であること
を示そう.

1. H1 = (行列式の絶対値が 1である行列全体).

2. H2 = (行列式が実数である行列全体).

3. H3 = (単位行列 En の定数倍である行列全体).
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4

整数の乗法的合同群 Z×
10 を考える.

1. Z×
10 の元を, ([x]10 という形で)すべて求めよう.

2. 上で求めた元の間の演算表を作ろう.

3. 上で求めたそれぞれの元の位数を求めよう.

5

整数の加法的合同群 Z+
12 を考える. 群 Z+

12 から自分自身への写像 φ : Z+
12 3 [x]12 7→ [(3× x)]12 ∈

Z+
12 を考える.

1. 写像 φ が群準同型写像であることを示そう.

2. ker φ と Im φ を求めよう.

3. 剰余群 Z+
12/ ker φ は, 適当な n ∈ N に対して Z+

n と群同型である. 自然数 n を求めよう.

6

1. 2 × 2 行列の全体からなる集合の部分集合

(4) G =

{(
a b

−b a

)∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

}

を考える. 集合 G は行列の加法を演算として群であることを示そう.

2. 写像

(5) ψ : G 3

(
a b

−b a

)
7→ a +

√
−1 · b ∈ C+

は群同型写像であることを示そう. ここで, C+ は加法を演算とする複素数全体の群.

3. 2 × 2 行列の全体からなる集合の部分集合

(6) H =

{(
a b

−b a

)∣∣∣∣∣ a, b ∈ R, a2 + b2 6= 0

}

を考える. 集合 G は行列の乗法を演算として群であることを示そう.

4. 写像

(7) φ : H 3

(
a b

−b a

)
7→ a +

√
−1 · b ∈ C×

は群同型写像であることを示そう. ここで, C× は乗法を演算とする零でない複素数全体の群.
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1

結合則 ((a1, b1) ◦ (a2, b2) ◦ (a3, b3)) = · · · = (a1 + a2 + a3, e
a1＋ a2b3 + ea1b2 + b1) = · · · = (a1, b1) ◦

((a2, b2) ◦ (a3, b3)).

単位元 任意の (a, b) ∈ Gに対して (a, b)◦ (0, 0) = (a, b)となるので, 単位元 (0, 0) ∈ g が存在する.

逆元 任意の (a, b) ∈ G に対して (a, b) ◦ (−a,−be−a) = (0, 0) が成立するので, 逆元 (a, b)−1 =

(−a,−be−a) ∈ G が存在する.

2

pi, qi ∈ Q, pi+
√

3·qi ∈ H (i = 1, 2)とすると,群の演算 +について, (p1+
√

3·q1)+(p2+
√

3·q2) =

(p1 + p2) +
√

3 · (q1 + q2) ∈ H. また, p1 +
√

3 · q1 の逆元は (−p) +
√

3 · (−q) ∈ H. よって, H ≤ G.

3

部分群であること

1. M1,M2 ∈ H1 とする. | det(M1M2)| = | det M1|| det M2| = 1 より, M1,M2 ∈ H1. また,

M ∈ H1 の逆元 M−1 に対して, det(M−1) = 1
det M

= 1 より, M−1 ∈ H1.

2. M1,M2 ∈ H2 とする. det(M1M2) = det M1 det M2 ∈ R より, M1,M2 ∈ H2. また, M ∈ H2

の逆元 M−1 に対して, det(M−1) = 1
det M

∈ R より, M−1 ∈ H2.

3. M1,M2 ∈ H3 とすると, 適当な ai ∈ R, ai 6= 0 により, Mi = aiEn と書ける. よって,

M1M2 = a1Ena2En = (a1a2)En ∈ H3. M ∈ H3 は, M = aEn (a ∈ R, a 6= 0) と書け,

M−1 = a−1En ∈ H3.

正規部分群であること

1. M ∈ H1, A ∈ GLn(C) とする. | det(AMA−1)| = | det A|| det M || det A|−1 = | det M | = 1 よ
り, AMA−1 ∈ H1.

2. M ∈ H2, A ∈ GLn(C) とする. det(AMA−1) = det A det M(det A−1) = det M ∈ R より,

AMA−1 ∈ H2.

3. M = aEn ∈ H3, A ∈ GLn(C) とする. AMA−1 = aAEnA
−1 = aEn = M ∈ H3.
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4

1. (10, x) = 1 となる x = 1, · · · , 9 を考えて, Z×
10 = {[1]10, [3]10, [7]10, [9]10}.

2. [x]10 · [y]10 = [xy]10 より, 次のようになる.

(8)

· [1]10 [3]10 [7]10 [9]10

[1]10 [1]10 [3]10 [7]10 [9]10

[3]10 [3]10 [9]10 [1]10 [7]10

[7]10 [7]10 [1]10 [9]10 [3]10

[9]10 [9]10 [7]10 [3]10 [1]10

3. ([3]10)
4 = [1]10 などより, o([1]10 = 1, o([3]10 = 4, o([7]10 = 4, o([9]10 = 2.

5

1. [x]12, [y]12 ∈ Z+
12 とすると,

(9) φ([x]12 ·[y]12) = φ([x+y]12) = [3(x+y)]12 = [3x+3y]12 = [3x]12 ·[3y]12 = φ([x]12)·φ([y]12)

なので群準同型写像
2. [3x]12 = [0]12 すなわち, 3x ≡ 0 mod 12 を解くと, x = 4k (k ∈ R). よって, ker φ =

{[0]12, [4]12, [8]12}. また, Im φ = {φ([x]12)|[x]12 ∈ Z+
12} = {[3x]12|x = 0, 1, . . . , 11} =

{[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}.
3. 同型定理より, Z+

12/ ker φ ' Im φ. 位数から想像がつくが,演算表を作ってみると, Im φ ' Z+
4 .

6

Mi =
(

+ai +bi
−bi +ai

)
とする.

1. n × n 複素行列の加法群の部分群であることを示せばよい.

M1 · M2 =
(

+(a1+a2) +(b1+b2)
−(b1+b2) +(a1+a2)

)
∈ G.(10)

M−1
1 =

(
+(−a1) +(−b1)
−(−b1) +(−a1)

)
∈ G.(11)

(12)

2. 全単射であり, さらに,

(13) ψ(M1 ·M2) = (a1+a2)+
√
−1·(b1+b2) = (a1+

√
−1·b1)+(a2+

√
−1·b2) = ψ(M1)·ψ(M2)

より群準同型でもあるので群同型.

3. n × n 複素行列の乗法群の部分群であることを示せばよい.

M1 · M2 =
(

+(a1a2−b1b2) +(a1b2+b1a2)
−(a1b2+b1a2) +(a1a2−b1b2)

)
∈ H.(14)

M−1
1 = 1

a2
1+b21

(
+(+a1) +(−b1)
−(−b1) +(+a1)

)
∈ H.(15)

(16)
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4. 全単射であり, さらに,

(17)

φ(M1·M2) = (a1a2−b1b2)+
√
−1·(a1b2+b1a2) = (a1+

√
−1·b1)·(a2+

√
−1·b2) = φ(M1)·φ(M2)

より群準同型でもあるので群同型.
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