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8 群同型と群準同型
1. x1, x2 ∈ R+ とする. φ(x1 ◦x2) = φ(x1 +x2) = ex1+x2 = ex1×ex2 = φ(x1)×φ(x2) =

φ(x1) · φ(x2) より, 群準同型写像である.

φ(x) = −1 ∈ R× となる x ∈ R+ はないので, 全射でない. したがって群同型写像
ではない. 単射ではある.

単位元 1 ∈ R× に対して, 1 = φ(x) を解くと, x = 0. よって, ker φ = {0}.
また, Im φ = {ex|x ∈ R+} = {y ∈ R|y > 0}.

2. x1, x2 ∈ Z+ とする. φ(x1 ◦ x2) = φ(x1 + x2) = m(x1 + x2) = mx1 + mx2 =

φ(x1) + φ(x2) = φ(x1) · φ(x2) よって準同型写像である. m = ±1 の時は明らかに
群同型写像. m 6= ±1 の時は, 全射でないので (φ(x) = |m|+ 1となるような xはな
い), 群同型写像ではない. 単射ではある.

単位元 0 ∈ Z+ に対して 0 = mx を解くと x = 0. よって ker φ = {0}.
Imφ = {mx|x ∈ Z} = (mの倍数全体).

3. M1,M2 ∈ GLn(R) とする. φ(M1 ◦ M2) = det(M1M2) = det(M1) det(M2) =

φ(M1)× φ(M2) = φ(M1) · φ(M2). よって準同型写像である.

単射でない (例えば, 非対称行列 M に対して det M = det M t) ので, 群同型写像で
ない. 全射ではある.

単位元 1 ∈ R× に対して, φ(M) = 1とすると, det M = 1. よって, ker φ = SLn(R).

対角成分を x, 1, 1, · · · , 1 とする対角行列を考えると, 行列式の値は, 任意の x 6= 0

とできるので, Imφ = R×.

9 巡回群
1. Z+

12 の各元の位数を求めよう.

2. Z+
12 の生成元をすべて求めよう.

3. Z+ と mZ+ (m は 0 でない整数) は群同型であることを示そう.
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