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ファイナルトライアル参加案内

1.両面です. 全部で6問です.

2.外部記憶ペーパー10分, 答案80分です.
3. 過程も答えよう. 最終的な答えが正しいことがわかるような過程を記そう.

4. 問題文に現れない記号を使うときは, 定義を記そう.

1

行列X =
(

0 +θ
−θ 0

)
(θ ∈ R)に対して, eX を求めよう.

2

1. m×m 行列 A,B, C が [A,B] = C を満たすとき, 交換子積 [3A + 4B, 5A + 6B] を
Cで表そう.

2. m × m 行列 A,B が [A,B] = E (E は単位行列)を満たすとき, n ≥ 0に対して交
換子積 [A,Bn] = nBn−1 を示そう.

3. m × m 行列 A,B,C が [A, B] = C, [A,C] = E (E は単位行列)を満たすとき,

[A, [B,C]] を簡単化しよう.

3

m × m 行列の集合 g = {X|tX = −X,X ∈ gl(m, C)} を考える.

1. g が Lie代数であることを示そう.

2. g の次元を求めよう.

3. m = 3 のとき, g の線形空間としての基底をひとつ求めよう.
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4

Kronecker の δ 記号 δij =

{
1 (i = j)

0 (i 6= j)
を含む次の式を計算して簡単化しよう. ただし,

定数 n は自然数, Fijk, Fij, Gkm は添字を持つ定数.

1.
n∑

i,j,k,`=1

δijδjkδk`δ`i.

2.
n∑

i,j,k,`=1

δijδjkδkiδ``.

3.
n∑

i,j,k=1

Fijkδijδkm.

4.
n∑

i,j,k=1

FijδjkGkmδmi.

5

g を gl(m, C) の部分 Lie代数とする. 正則行列 T ∈ gl(m, C) と θ ∈ C に対して, 次で
定められる写像 f(T, θ) : g → g を考える.

f(T, θ)(X) = TXT−1 + θX

1. f が線形写像であることを示そう.

2. [f(T, θ)(X), f(T, θ)(Y )] と　 f(T, θ)([X, Y ]) を求めよう (定義をそのまま書くだけ
でいい. しかし我慢できなかったら簡単化してもいい).

3. θ = 0 のとき, f が Lie代数の準同型写像であることを示そう.

6

2 × 2 行列の集合 g = {( a b
0 c )| a, b, c ∈ C} . は 3次元の Lie代数になっている. 基底と

して, 〈e1, e2, e3〉 = 〈( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
0 1 )〉 を採用する.

1. X= ( a b
0 c ) ∈ g を固定したとき, W = ad(X)(Z) = [X,Z] は Z ∈ g を W ∈ g に写

す線形写像と見なせる. この線形写像 ad(X) の, 上で指定された基底のもとでの
表現行列を求めよう.

2. X, Y ∈ g とするとき, g の Killing 形式 B(X, Y ) は, 表現行列の積のトレースとし
て, B(X, Y ) = Tr(ad(X)ad(Y )) と定義される. X = ( a b

0 c ) , Y = ( p q
0 r ) とするとき,

B(X, Y ) を a, b, c, p, q, r で表そう.

3. g が半単純であるかどうか判定しよう.

2
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1
行列 X の固有値は λ = ±iθ, 固有ベクトルは v± = ( 1

±i ). (ユニタリな)基底変換行列
P = 1√

2
( 1 1

+i −i ) によって, X = PDP−1 = P
(

iθ 0
0 −iθ

)
P−1 とかけるので,

eX =
∞∑

n=0

1

n!
Xn = P

∞∑
n=0

1

n!
DnP−1 = P

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
P−1 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

2
1. [3A + 4B, 5A + 6B] = 18[A,B] + 20[B, A] = −2[A,B] = −2C.

2. 数学的帰納法による. n = 0 のとき両辺 O で成立. k = n のとき成立すると仮定
すると, 交換子積 [A,BC] = B[A,C] + [A,B]C より

[A,Bn+1] = B[A,Bn] + [A,B]Bn = nBBn−1 + EBn = (n + 1)Bn.

よって k = n + 1 に対しても成立する. よって一般の n ≥ 0 に対して成立する.

3. Jacobiの恒等式を用いて,

[A, [B, C]] = −[B, [C,A]] − [C, [A,B]] = −[B,−E] − [C, C] = O.

3
1. 略. これは直交 Lie代数 o(m, C).

2. m2 個の成分に対して Xii = 0, Xij = −Xij という制限が課されるので, 1
2
(m− 1)m

次元.

3.
〈(

0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)
,
(

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

)
,
(

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)〉
.
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4
• n.

• n2.

•
n∑

i=1

Fiim.

•
n∑

j=1

FmjGjm.

5
1. 略.

2. [f(T, θ)(X), f(T, θ)(Y )] = [TXT−1 +θX, TY T−1 +θY ] = T [X,Y ]T−1 +θ2[X,Y ]+

θ[X, TY T−1] + θ[TY T−1, Y ].

f(T, θ)([X,Y ]) = T [X, Y ]T−1 + θ[X,Y ].

3. 上で, θ = 0 のとき 2つの元は一致するので, この写像 f(T, 0) は交換子積を保つ.

線形写像であることとあわせて, これは Lie代数の準同型写像.

6

1. X = ( a b
0 c ) , Z = ( p q

0 r ) とすると, ad(X)(Z) = [X,Z] =
(

0 aq+br+bp+cq
0 0

)
. よって表現

行列は
(

0 0 0
b a+c b
0 0 0

)
.

2. B(X, Y ) = Tr
((

0 0 0
b a+c b
0 0 0

) (
0 0 0
q p+r q
0 0 0

))
= (a + c)(q + r).

3. c = −a 6= 0 であるようなXに対しては, 任意の Y に対してB(X, Y ) = 0. よって
半単純ではない.
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