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ファイナルトライアル参加案内

1. 外部記憶ペーパー作成 10分, 答案作成 80分.

2. 過程も答えよう. 最終的な答えが正しいことがわかるような過程を記そう.

3. 問題文に現れない記号を使うときは, 定義を記そう.

1

行列 M =

(
3

√
2√

2 2

)
について, Mn (nは整数)を求めよう.

2

過程不要
Lie代数 g = {X|X は 3 × 3実行列, tX = −X} の基底をひとつ求めよう.

3

15点
行列の集合 g =

{(
0 a b
0 0 c
0 0 0

)∣∣∣ a, b, c ∈ R
}
が Lie代数であることを示そう.

4

15点
g = {X|X は n × n 実行列, tr X = 0} は Lie代数である. 写像 φ : g → g を φ(X) =

tX × (−1) で定める. φ が Lie代数の準同型写像であることを示そう.

5

Lie代数 g = {( a 0
b c )| a, b, c ∈ R} と, その元 P =

(
p 0
q r

)
∈ g に対して, 線形写像 g → g

を φ(X) = [P, X] で定義する. g の基底を

〈( 1 0
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )〉

としたとき, 線形写像 φ の表現行列を求めよう.
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6

次の式をできるだけ簡単にしよう.

1.
n∑

i=1

n∑
j=1

δijδij

2.
n∑

i=1

n∑
j=1

δiiδjj

3.
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

AijkBikδijδjk

4.
n∑

j=1

n∑
k=1

AjkBkδijδjkδjk (ただし, 1 ≤ i ≤ n であり, i についての和はない)

7

Lie代数 gl(2) = {( x y
z w )|x, y, z, w ∈ R} を考える. 線形写像 φ : g → g を,

φ(X) =

(
1 2

3 4

)
X

(
2 0

0 2

)

とする. 線形写像 φ のトレースを求めよう.

8

Lie代数 g = {( a b
0 −a )| a, b ∈ R} を考える. Xi = (

xi yi
0 −xi

) ∈ g (i = 1, 2) とするとき, g

のKilling形式B(X1, X2) を xi, yi (i = 1, 2) で表そう.

2
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1

M の固有値と固有ベクトルは, λ1 = 1, λ2 = 4, v1 = 1√
3

(
1

−
√

2

)
, v2 = 1√

3

( √
2

1

)
. これは

基底となっているので,

M = P

(
1 0

0 22

)
P−1, P =

1√
3

(
1

√
2

−
√

2 1

)

と対角化できる.

Mn = (PMP−1)n = PMnP−1 =
1

3

(
1 + 22n+

1
2

√
2(−1 + 22n)√

2(−1 + 22n) 2 + 22n

)
.

2

3次元で, 基底のひとつの例は,〈(
0 +1 0
−1 0 0
0 0 0

)
,
(

0 0 +1
0 0 0
−1 0 0

)
,
(

0 0 0
0 0 +1
0 −1 0

)〉
.

3

略. (り 1),(り 2)を示せばよい.

4

(じ 1)は容易. (じ 2)は, X, Y ∈ g とすると,

φ([X,Y ]) = −t[X, Y ] = −t(XY − Y X) = −t(XY ) + t(Y X)

= −tY tX + tXtY = [−tX,−tY ] = [φ(X), φ(Y )].
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5

0 0 0

q r − p −q

0 0 0



6

1. n.

2. n2.

3.
∑n

i=1 AiiiBii.

4. AiiBi.

7

φ(X) =
(

2x+4z 2y+4w
6x+8z 6y+8w

)
. よって, gの基底 〈( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )〉 をとって表示す

ると,

φ =

(
2 4

2 4
6 8

6 8

)
.

よって tr φ = 20.

8

4x1x2.

4
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