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12 略解:曲面の法線ベクトルと接平面を描こう+曲面上の面
積分を計算しよう!

12.1 略解:曲面の法線ベクトルと接平面

1. x2 + y2 = t2 より, z = (x2 + y2)2.
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よって, 単位じゃないけど (32
√

3,−32, +2) は法ベクトル.

4. r接(s, t) = (−
√

3, 1, 16) + (1,
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, 32)t.

5. n · (r − r(1
3
π, 2)) = 0 より, 32

√
3(x +

√
3)−32(y − 1)+2(z − 16) = 0 すなわち

32
√

3x − 32y + 2z = −96.

12.2 略解:曲面の接平面

1. パラメタ表示を左辺に代入すると 4になる. これは中心が原点, 半径が 2の球面を,

z 軸方向に 2倍に拡大した曲面.

2.
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(s, t) =(−2 sin t sin s, 2 sin t cos s, 0),
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(s, t) =(2 cos t cos s, 2 cos t sin s,−4 sin t).
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よって, r(t) = (−1
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√
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√
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1Copyright c©2009 Saburo HIGUCHI. All rights reserved.
, http://hig3.net(講義のページもここからたどれます), へや:1号館 5

階 502.

http://www.ryukoku.ac.jp/
http://www.rikou.ryukoku.ac.jp/
http://www.math.ryukoku.ac.jp/
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/#2009
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/vector_2009/
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/vector_2009/#schedule
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/vector_2009/q12.pdf
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/vector_2009/q{13}.pdf
http://www.a.math.ryukoku.ac.jp/~hig/course/vector_2009/q{13}.pdf#sol
http://www.math.ryukoku.ac.jp/~hig/
http://hig3.net
http://hig3.net
http://www.ryukoku.ac.jp/kohoka/access_map/campus_seta.html
http://www.ryukoku.ac.jp/kohoka/access_map/campus_seta.html
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√
3). これは内向きであることがわかる

ので, −(1,−
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3,−
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3).
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2
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√
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√
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2
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√
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√
3) = 0.

13 曲面上の面積分, 体積分, 3次元のガウスの発散定理

今日の目標

• 曲面上の面積分
∫

S

f dS を計算できるようになろう!

• 曲面上の面積分
∫

S

(V · n) dS の便利な計算法を知ろう!

• パラメタ表示された 3次元の領域上の体積分
∫

D

f dV を計算できるよう

になろう.

13.1 quiz:曲面上の面積分

曲面 S のパラメタ表示を,

r(s, t) = (−2t, t cos s, t sin s) (0 ≤ s < 2π, 1 ≤ t ≤ 3) (13.1)

とする. また, ベクトル場 V (r) = (0, 3y, 0) を考える.

1. 曲面 S の面積を求めよう.

2. 面積分
∫

S

V · n dS を求めよう. ただし, 曲面 S の単位法線ベクトル n は x 成分

が負である向き.

3. 暇と興味のある人は S の形を妄想して描いてみよう.

13.2 quiz:曲面上の面積分

曲面 Sを原点を中心とする半径 3の球面とする. 曲面 Sの単位法線ベクトル n を外

向きにとる. ベクトル場 V (r) = (0, 0, z3) を考える. 球座標を用いて,

∫
S

V · n dS を求

めよう.
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13.3 quiz:体積分

領域 Dを原点を中心とする半径 3の球の内部とする. ベクトル場 V (r) = (0, 0, z3) を
考える.

1. ベクトル場の発散 ∇ · V を求めよう.

2. 球座標を用いて,

∫
D

(∇ · V )dV を求めよう. Jacobian が必要であることに注意し

よう.

今日の範囲に対応する教科書のお奨め問題

面積分
¤£ ¡¢小高 問題 4.11(p.98), 4.12(p.99), 章末問題 [4.6](p.105), [4.7](p.105).

V · n の面積分
¤£ ¡¢小高 問題 4.15(p.103), 章末問題 [4.7](4)(p.105), [4.8](p.106).

立体のパラメター表示と体積分

問題 5.1–6(p.109–114), 章末問題 [5.1]–[5.5](p.114–115).

球座標

問題 2.18(p.49), 問題 2.19(p.49).

球座標

r:原点からの距離
θ: 緯度 (南緯−π

2
)

φ: 経度 (東経+π)

r(r, θ, φ) =(x(r, θ, φ), y(r, θ, φ), z(r, θ, φ))

=(r sin θ cos φ, r sin θ sin φ, r cos θ) (0 ≤ r, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π).

Jacobian |J | =r2 sin θ.

3

http://www.amazon.co.jp/exec/obidos/ASIN/4781909817/
http://www.amazon.co.jp/exec/obidos/ASIN/4781909817/
http://www.amazon.co.jp/exec/obidos/ASIN/4781909817/


小林-高橋, ベクトル解析入門, 東京大学出版会 (2003) 図 4.6,5.3 より引用

pdfバージョンでは図は省略

ファイナルトライアル出題計画!(更新版)

1. スカラー場, ベクトル場の勾配, 発散, 渦度回転を求める問題.

2. 曲面の単位法線ベクトルと接平面 (方程式およびパラメタ表示)を求める問題.

3. 曲面 S上で面積分
∫

S
f dS,

∫
S

V · n dS を計算する問題.

4. パラメタ表示された領域上の体積分を計算する問題

5. 2次元のガウスの発散定理を使って閉曲線に沿った線積分マーク 2を面積分に直し
たり (あるいはその逆)して計算する問題

6. グリーンの定理を使って閉曲線に沿った線積分マーク 1を面積分に直したり (ある
いはその逆)して, 計算する問題.

7. 3次元のガウスの発散定理を使って閉曲面上のベクトル場の面積分を体積分に直し
たり (あるいはその逆)して計算する問題

http://hig3.net
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