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13 略解:曲面上の面積分,体積分, 3次元のガウスの発散定理

13.1 略解:曲面上の面積分

1. ∂r
∂s

(s, t) = (0,−t sin s, t cos s), ∂r
∂t

(s, t) = (−2, cos s, sin s) より,∣∣∣∣∂r

∂s
(s, t) × ∂r

∂t
(s, t)

∣∣∣∣ = |(−t,−2t cos s,−2t sin s)| =
√

5t2 =
√

5 · t

面積は∫ 2π

0

{∫ 3

1

√
5t dt

}
ds = 8

√
5π.

2. 法線ベクトル (の正の定数倍)候補である±(−t,−2t cos s,−2t sin s)のうち, 1 ≤ t ≤
3 の範囲で x成分が負になるのは+ をとったときだから, + を選ぶ. V (r(s, t)) =

(0, 3t cos s, 0) より,∫ 2π

0

{∫ 3

1

V (r(s, t)) ·
(

∂r

∂s
(s, t) × ∂r

∂t
(s, t)

)
dt

}
ds =

∫ 2π

0

{∫ 3

1

−6t2 cos2 s dt

}
ds = −52π.

3. 方程式 4(x2 + y2) = z2 で表される曲面の一部. 傘の真ん中に丸い穴があいたよう
な曲面.

13.2 略解:曲面上の面積分

パラメタ表示は r(θ, φ) = (3 sin θ cos φ, 3 sin θ sin φ, 3 cos θ).

V (r(θ, φ)) =V (3 sin θ cos φ, 3 sin θ sin φ, 3 cos θ) = (0, 0, 33 cos3 θ)

法線ベクトルN =
∂r

∂θ
(θ, φ) × ∂r

∂φ
(θ, φ)

=(3 cos θ cos φ, 3 cos θ sin φ,−3 sin θ) × (3 sin θ sin φ,−3 sin θ cos φ, 0)

=(−9 sin2 θ cos φ,−9 sin2 θ sin φ,−9 cos θ sin θ)

外向き法線ベクトルは −N . なぜなら, r(1
2
π, 0) = (3, 0, 0) でN = (−9, 0, 0) だが, これ

は内向きだから, 逆向きにしておく必要がある.

V (r(θ, φ)) · (−N ) = 243 cos4 θ sin θ.
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よって,∫
S

V · n dS =

∫ π

)

dθ

∫ 2π

0

dφ 243 cos4 θ sin θ = 243[−1
5
cos5 θ]π0 [φ]2π

0 = 972
5

π.

13.3 略解:体積分

1. ∇ · V = 0 + 0 + 3z2.

2. 球座標の Jacobianが r2 sin θ であることに注意して,∫
D

∇·V dV =

∫ 3

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ 3(r cos θ)2·r2 sin θ = 3[1
5
r5]30[−1

3
cos3 θ]π0 [φ]2π

0 = 972
5

π
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