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���Q�� �次元での散乱問題
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に� x � ��からエネルギー E の粒子が入射する散乱問題を考える�

��エネルギーが V� � E のとき� 透過係数� 反射係数を求めよ�

Hint�透過係数� 反射係数の定義をよく思い出す�

��エネルギーが � � E � V� のとき� 透過係数� 反射係数を求めよ�

���Q�� � 次元での散乱問題

�次元の potentialのもとで� x � �� の側から正の向きに入射する質
量 m の粒子の散乱を考える�
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� �x � � �領域 I�

V� � � �� � x � a �領域 II�

� �x � a �領域 III�
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エネルギー E � V� および � � E � V� の粒子の透過係数� 反射係数を求
めよ� 入射波がすべて反射されたり�すべて透過したりするようなエネル
ギーE はあるか�
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方針が思い浮かばない人は� 以下の方針にしたがってもよい�

散乱されている粒子を表す波動関数 ��x�は� 次を満たすと考えられる�

� Hamiltonianの固有関数である�

� x � �� での漸近形が� ある波数 k � � で��x� � A exp	ikx
 �

B exp	�ikx
である �ここで� A exp	ikx
が入射波� B exp	�ikx
が反
射波を表す��

� x � �� での漸近形が� ある波数 k � � で��x� � C exp	ikx
 で
ある � これは散乱波を表す� 粒子は負の方向から入射しているので�

D exp	�ikx
のような成分はない��

�� HamiltonianH � p���m�V �x�の固有値 E の固有関数を求めよ �領
域 I� II� III にわけて考えよ��

Hint�境界条件がないので�この段階では積分定数は決まらない�

��以下� � � E � V� の場合を考える� 領域 III で x の正の方向に進む
解 �III�x� � Ceikx �k � �� を考えたとき� それに接続する領域 II で
の解を求めよ�

Hint� x � aで� 波動関数とその微分の連続性が接続の条件�

��上で求めた領域 II での解を接続して領域 I の解を求めよ�

�確率流れ密度は
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で定義されるのだった� 無限遠 x� ��での� 入射波� 反射波� 散乱
波 �透過波�の確率流れ密度 jI�x � ���� jr�x � ���� jt�x � ���

を用いて� 反射係数 R� 透過係数 T を
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��

と定義する� これらを求めよ� 確率の保存 R � T � � は成り立って
いるか�

��入射波がすべて反射されたり� すべて透過したりするようなエネル
ギーE はあるか�

���Q�� �次元での散乱問題

Potentialが
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�



である場合に� 透過係数� 反射係数を求めよ�

Hint� x � �で波動関数は� �階微分は連続だが� �階微分は不連続� その跳
びの大きさは� Schr�odinger 方程式の両辺を� ������� で積分して求
める�

���Q�� 反射係数� 透過係数の一般論

�次元の Potential
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のもとでの散乱を考える� ただし� V �x�は一般の有限なポテンシャルで�

具体的な形は特定せず�区分的に定数とも限定しない� 領域 x � �aでの
解を Aeikx �Be�ikx 領域 x � aでの解を Ceikx �De�ikx と書く �k 
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が成り立つことを納得せよ�

��行列 S が unitaryであること� すなわち
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を示せ�

Hint�確率保存則 �連続の式�の積分形を領域 	�a� a
に使う�

��このポテンシャルに� x � �� から入射した粒子が散乱される場合
と� x � ��から入射した粒子が散乱される場合とを考える� �つの
場合で� 反射係数� 透過係数がそれぞれ一致することを示せ�

���Q�� �次元の波動関数

次の手順にしたがって� �次元の Hamiltonian �H � � �h�
�m

d�
dx�
� V �x� の

束縛された固有関数は縮退していないことを示せ�

�� ���x�� ���x�が�ともに固有値Eの固有関数であるとする� Wronskian
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�x����x�が� xについて定数である

ことを示せ�

�

�� ���x�� ���x�が束縛状態であることから� W 	��� ��
�x� 	 �を示せ�

�� ���x�� ���x�が定数倍の関係にあることを示せ�

���Q	� �次元の偶なポテンシャル

�次元で� ポテンシャル V �x� が偶関数の場合の Hamiltonian �H �

� �h�
�m

d�
dx�

� V �x� の束縛された固有関数 ��x� を考える� 関数 ��x� は
偶関数または奇関数であることを示せ�

���Q
� 異なる固有値に属する波動関数の直交性

�つの波動関数 ���x�� ���x�が Hamiltonian �H � � �h�
�m

d�
dx�
� V �x� の�

固有値 E� �� E� の束縛された固有関数であるとき�Z
�
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を示せ� �Hint� 部分積分�
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